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Prefazione

Le attivita previste dal Dipartimento di Ingegnergell’'Informazione e Matematica
Applicata dell’'Universita di Salerno nell’ambito Idprogetto Cresco, inquadrate n8P II1.3
Modelli e Strumenti di supporto alla Ottimizzazione e Riconfigurazione delle Reti,fanno
riferimento al raffinamento di un modello fluidodimico basato sulle leggi di conservazione, punto
di partenza per lo studio di schemi numerici eol® implementazione al fine di simulare una rete
di telecomunicazioni ed eseguire uno studio dimiizazione della qualita dei servizi erogati dalla
rete soggetta a guasti e/o attacchi deliberatiedldi fisico.

In particolar modo, nel presente rilascio, & stkefinita una metodologia capace di garantire
un’elevata qualita di servizio in reti soggetteogtifcarichi anche in presenza di criticita vefiesi
localmente in determinati nodi del sistema.

I documento € articolato in quattro differenti ed. Inizialmente, dopo una beve
descrizione del modello usato per I'analisi des$ludi pacchetti su reti di telecomunicazioni, si
presentera la soluzione attualmente in uso perekiane di criticita occorse in una network
evidenziandone gli aspetti positivi e le problemrtzi ad essa connesse. Successivamente si passera
a descrivere la soluzione adottata confrontandatel€ metodologie attualmente utilizzate. Infine si
procedera alla formulazione matematica della pro@edhe permette di adeguare i flussi in circolo

sulla sottorete soggetta a criticita.



Introduzione

Il crescente sviluppo tecnologico avvenuto neglimil anni, unitamente alla riduzione dei costi
degli apparati hardware ed alla robustezza degllicgiivi software, ha fatto si cha lgran parte
delle infrastrutture alla base dei fondamentalissedella societa moderna, Economia, Energia,
Trasporti, Comunicazione, Produzione, siano ornigertenti e interconnessi mediamtetworks
che garantiscono il corretto svolgimento della digdla societa civile.
Tali networksdevono permettere I'operativita della CNI (Critisietwork Infrastructure) in normali
condizioni di funzionamento, ma anche e soprattgiantire un‘adeguata capacita operativa in
caso di eventi critici. Per la regolare interopdii@be per il corretto funzionamento, tetworks
utilizzate da tali infrastrutture, si basano sengingiu sulle reti di telecomunicazione.
Le reti di telecomunicazioni rappresentano nel pama tecnologico mondiale I'infrastruttura di
riferimento senza la quale non sarebbe possib#sfdarire segnali, dati, informazioni, ovvero
consentire il corretto coordinamento e la relateaperazione tra risorse (umane o tecnologiche)
locali e remote.
La distribuzione capillare su tutto il territorioazionale ed internazionale, la possibilita di
interconnessione con reti eterogenee ed il cresagarico di informazioni in circolo localmente o
globalmente su reti locali e mondiali comporta pertba una serie di criticita cui tali sistemi sono
soggetti. Tra questi ricordiamo:

» difficolta di presidio di tutte le installazioni;

* potenziali problemi di coordinamento e intercomaaione;

» difficolta legate al rapido intervento e ripristida guasti;

» elevato rischio di intrusione;

* necessita di punti d'accesso controllati e siceriqgpmunicazioni multi-protocollo.
Fino ad un decennio fa, ogni infrastruttura etenege poteva considerarsi come un sistema
autonomo sostanzialmente indipendente, gestitopésatori verticalmente integrati. Per una serie
di ragioni tale struttura si e profondamente madia al punto che sempre di piu le varie
infrastrutture tendono a essere interdipendenpirattutto a causa della condivisione del cosiddetto
cyberspace, ovvero lo spazio virtuale prodotto'idégkconnessione di calcolatori collegati in rete,
da sistemi di telecomunicazioni, applicazioni ei.d@id0 comporta che anche un singolo guasto
locale ad un nodo di una qualsiasi sottorete pwedniante propagarsi, con un effetto domino,

all'intera infrastruttura globale amplificando i au effetti e provocando disfunzioni e



malfunzionamenti anche ad utenti remoti, sia daitpuli vista geografico che funzionale, rispetto
al punto ove si e verificato il guasto iniziale.

Il black-out che ha afflitto buona parte dellateosord-orientale degli Stati Uniti nell'agosto del
2003 € un evidente esempio di come un guasto adiatodi del sistema informatico di controllo
di una societa di distribuzione, unito ad altri mvéortuiti, possa indurre la quasi totale paiatis
tutte le infrastrutture esistenti nell'area provat@danni dell'ordine di miliardi di dollari.

Questo anche in considerazione del fatto che, #afiin seguito alla diffusione delle tecnologie
proprie della Societa dell'Informazione, le retielecomunicazione hanno sviluppato una crescente
interdipendenza per cui anche azioni svolte in wete locale possono avere immediate
ripercussioni in altre sottoreti, 0 nel caso peggiosu intere reti globali di riferimento. In
particolare, I'elevato livello di interconnessioca&ratterizzante tali sistemi, se da un lato géeat
una stretta cooperazione ed una elevata coordmazra entita differenti, dall’altro comporta una
moltiplicazione ed amplificazione degli effetti peui anche eventi di limitata entita possono
produrre un impatto notevole e geograficamentean@oscritto.

L'attuale scenario € caratterizzato, pertantodaiaccresciute e differenziate minacce nei confront
dei singoli host di una rete di telecomunicazioree da un mutato contesto infrastrutturale che
induce, a causa delle interdipendenze esistentiyentipologie di vulnerabilita. Cio impone una
maggiore e diversa attenzione a tutti gli aspattprdtezione e robustezza in generale ed alle
problematiche legate alla safety dei sistemi irtipalare, sia specificatamente per ogni singola
sottorete, che complessivamente ed unitariameng, linsieme delle reti nazionali ed
internazionali.

Dalle osservazioni esposte si evince che la soldetfazione e simulazione di una rete di
telecomunicazione, sia essa locale o globale, norsufficiente a garantirne prestazioni
dell'infrastruttura elevate nel tempo. Risulta patb di fondamentale necessita la possibilita di
disporre di procedure atte a gestire e risolveenmali criticita cui la rete pud essere sottoposta
garantendo allo stesso modo un buon livello di izgrvnell’attesa di ripristinare il corretto
funzionamento dell'intero sistema.

Nellambito del progetto CRESCO dopo aver definilo modello fluidodinamico per la
modellazione e simulazione del carico di informazio una rete di telecomunicazioni, dopo aver
trattato le possibili politiche di instradamento a&er progettato e sviluppato differenti procedure
capaci di ottimizzare il flusso di frame che atgesano i singoli nodi della rete esaminata, si
passati allo studio e definizione di una metoda@agipace di garantire un elevato livello di seovizi
del sistema anche in presenza di nodi failure. pateedura permettera di adattare al meglio il

flusso di informazioni che dovranno circolare lasahte nella rete soggetta a criticita al fine di



garantire il miglior livello di operabilitd dellatessa evitando pertanto cali di prestazioni e,
soprattutto, eventuali black-out con relativi daeconomici, funzionali e strutturali che, tali

scenari, potrebbero comportare.

1 Modello per reti di telecomunicazione

Nel modello realizzato la rete viene descritta daaumero finito di linee di trasmissione modellate

da intervalli [a,., b] (con uno dei due estremi possibilmente infinitbg si incontrano in qualche

nodo (routers) che riceve e invia informazioniannha di pacchetti. Ciascun pacchetto puo essere
visto come una particella sulla rete, ma bisognaerteconto di questioni specifiche di
telecomunicazioni, ad esempio avendo in mente tk Irdernet si assume che ciascun pacchetto
viaggia sulla rete ad una fissata velocita e colassegnata destinazione finale e che i routers
ricevono, processano e instradano i pacchetti dssgmo essere persi con una probabilita che
aumenta allaumentare dei pacchetti processati.

L’idea € di guardare alla rete in una scala tempdraermedia in modo tale che la trasmissione dei
pacchetti avviene ad un livello piu veloce ma gluiibri della intera rete sono raggiunti solo
asintoticamente. Cio permette di costruire un nmlodsie si basa su una descrizione macroscopica.
Se si considerano due routers consecutivi, poicagcen router rimanda al nodo successivo i
pacchetti persi fin quando non arriva ad essaoghake di ricezione, si pud assumere che in unascal
temporale intermedia i pacchetti sono conservassBndo poi a “backbones” della rete, che sono
formati da molti router consecutivi, e guardandaima scala spaziale larga, si arriva a considerare
un modello consistente in una singola legge di emazione, in cui la quantita conservata e la

densita di pacchetto:

o+ (o), =0, 1)
dove p e la densita dei pacchetti (numero di pacchettupéa di spazio) edf = p v(p) e il flusso
(numero di pacchetti per unita di tempo), odrp) velocita di trasmissione dei pacchetti.

Poiché la velocita su ciascuna linea € suppost@amas € possibile ricavare una velocita media di
trasmissione tra i routers considerando la quadtifacchetti che puo essere persa. Assegnando una
probabilita di perdita di pacchetto come funzioediadldensita, passando al limite nella procedura di
invio e rinvio dei pacchetti si ottiene una funzorelocita e quindi una funzione flusso.
Si & supposta una funzione di probabilita di parditpacchetti del tipo:

0, O<p<o,

p(p): M, O'Spslomax’



dove p,.., € la densita massima supportata da una linez; e@n valore soglia prefissato.
A partire da tale probabilita si é ricavata unabeegh media di trasmissione

Vv, O<p<o,
v(p) =V~ p(p)) = v9-p) <o,
e da qui la funzione flusso.
Su ciascuna linea di trasmissione viene anche dersbd un vettore che descrive le funzioni di
tipo traffico, cioe le percentuali di pacchetti ckhanno da una fissata origine ad una fissata
destinazione. L’evoluzione @i segue un’equazione semilineare

7 +V(p) 711, =0, (2)

che viene accoppiata alla legge di conservazione.
Poiché I'obiettivo & quello di modellare reti comgde € stata risolta la dinamica ai nodi in cuitenol
linee si intersecano. Il passo principale per $aluzione del Problema di Cauchy ai nodi consiste
nella risoluzione del problema di Riemann, problein@auchy con dati iniziali di tipo Heavy-side.
Alle giunzioni i Problemi di Riemann sono sottodetaati per cui sono stati introdotti ulteriori
condizioni. Sono stati considerati due algoritminditradamento dei pacchetti:
RAL: | pacchetti dalle linee entranti vanno su quelieenti in base alla destinazione finale.
RA2: | pacchetti dalle linee entranti vanno instradati quelle uscenti al fine di massimizzare il
numero di pacchetti sulle linee entranti ed uscenti
La differenza principale nei due algoritmi € chentne il primo é indifferente a possibili
sovraccarichi della rete, e si comporta con abusaotazione come uno “switch”, il secondo
indirizza i pacchetti sulle linee uscenti tenend@onsiderazione i carichi e dunque ridirezionando
pacchetti in modo tale da massimizzare il flusscssille linee entranti che su quelle uscenti. Aacor
con qualche abuso di notazione, potremmo dire tls®dondo algoritmo si comporta come un
‘router”.
Uno dei drawbacks dei procedenti algoritmi & che oonsidera il percorso globale del pacchetti.
Per esempio consideriamo una rete in cui alcuni smub congestionati: se usiamo l'algoritmo RA2
che massimizza il flusso sulle linee entranti edens i pacchetti non sono instradati verso nodi

congestionati, per cui potrebbero entrare in loops.



congeste(

Figura 1.1 Rete congestionata e loops.

Questi ultimi sono evitati se si considerano chpacchetti originati da una sorgente e con
un’assegnata destinazione hanno percorsi pretisieino della rete. Tali percorsi sono determinat
dal comportamento alle giunzioni attraverso il oedtr che soddisfa I'equazione (2).
Sono state considerate diverse funzioni di disaitni del traffico che descivono diverse strategie
di routing:
1) ad una giunzione il traffico iniziato da una sorges e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissidngiene instradato su un’assegnata linea
2) ad una giunzione il traffico iniziato da una songes e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissioneviene instradato su ogni linea (con coefficienti
probabilistici) o su alcune di esse.
La prima funzione di distribuzione del traffico egg stata considerata per il traffico stradale, pe
cui ci e focalizzati sulla seconda, in particolso@o stati analizzate due casi:
2a) in una giunzione il traffico proveniente da assegnata sorgente e con
un’assegnatadestinazione viene instradato o noradao su una linea uscente;
2b) in una giunzione il traffico proveniente da assegnata sorgente e con
un’assegnatadestinazione viene instradato su wga lscente con una certa probabilita.
Partendo da una funzione di distribuzione delizaféd usando il vettore, si calcola la matrice di
distribuzione del traffico.
Per risolvere la dinamica ai nodi infine sono stwéénite le soluzioni ai Problemi di Riemann nei
seguenti casi:
* Algoritmo RAL, funzione di distribuzione di tipo Ra
* Algoritmo RA1, funzione di distribuzione di tipo Rb
e Algoritmo RA2 funzione di distribuzione di tipo 2a)

e Algoritmo RA2 funzione di distribuzione di tipo 2b)



2 Gestione delle criticita in una rete e problemati  che
connesse

In funzione di quanto accennato nell’introduziomea@nce come la presenza di criticita occorse
anche solo localmente ad un singolo host di unerchhata sottorete possa comportare tutta una
serie di malfunzionamenti propagabili su intere gibbali di grosse dimensioni. Le conseguenze
possono in alcuni casi essere catastrofiche e moascritte al singolo servizio offerto dal nodo
soggetto a malfunzionamenti ma estendibili anchaaionalita apparentemente indipendenti.
Analizziamo nel dettaglio la problematica descritsservando le tecniche attualmente in uso per la
sua risoluzione.

Consideriamo una sottorete facente parte di uneastrfittura globale di grosse dimensioni.
Supponiamo che tale sottorete, nel seguito indicated, sia composta da nodi edm archi, che i
suoi nodi siano identificati da un codice univoecogressivo che vada daadn e che ogni link sia
etichettato con una coppia di valori numerjcconi,j=0...n indicanti i nodi collegati alle estremita
dell'arco. Senza perdere in generalita prediamesame un sistema con un numero di modi9 ed

un numero di archin = 24 come indicato in figura:
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Figura 2.1: sottorete composta da nove nodi
Per semplicita di esposizione poniamoci in unaagitne ideale in cui ogni link & unidirezionale ed
ha capacita pari a 100 b/sec. Supponiamo inoltee lashgo i vari link viaggino solo pacchetti

contenenti dati informativi di dimensione 1 bitnga considerare la presenza di frame di controllo
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utilizzati per la sincronizzazione dei vari hostr prasmettere segnali di acknowledgment, di not-
acknowlege etc. Cio comporta il massimo utilizzolok di trasmissione per il trasferimento delle
informazioni. Assumiamo, inoltre, che ogni singalodo abbia una coda capace di memorizzare
una quantita di informazione pari a 10 bit per otale di 10 pacchetti e che in ingresso alla
sottorete considerata arrivi una quantita totale0di pacchetti di informazione ogni secondo, per un
totale di 100 b/sec, su ogni nodo esterno allaoszit direttamente connesso alla rete globale.
Infine, supponiamo che il carico di informazioniimgresso ad ogni nodo venga smistato per meta
sul primo link di uscita e per la restante metassdondo link e che tutti i pacchetti viaggino alla
stessa velocita in modo da evitare perdite. E’ diemmotare che lo scenario presentato risulta
desiderabile in quanto comporta un elevato livalleunzionalita del sistema dal momento che non
tiene in considerazione “sprechi” di utilizzo dahale trasmissivo determinati dall’istradamento dei
frame di sincronizzazione e coordinamento tra ii Vast della rete. L'infrastruttura risulta
completamente bilanciata garantendo in questo nedelate prestazioni. Dalle ipotesi formulate
emerge che, a regime, valutando I'evoluzione dsfiesia in una scala temporale ampia, la rete
viene a trovarsi in una situazione di equilibricettia conseguenza del carico costante sugli asthi n
tempo. L'infrastruttura considerata sara carateatia dal massimo livello di servizio possibile,
anch’esso costante nel tempo, dal momento chei fpgitchetti in ingresso alla sottorete fluiranno
ed usciranno dalla stessa senza essere persioaatidn alcun nodo. Quanto detto &€ schematizzato

di seguito:
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Figura 2.2: Trasmissione di pacchetti
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Cosa accade se in un determinato istante di tampwodo cade? In particolar modo supponiamo

che a cadere sia il nodo 5 come riportato in figura

Figura 2.3: Caduta del nodo 5
| nodi direttamente connessi al nodo 5 ovvero dmé6 ed il nodo 8 non riceveranno piu pacchetti
da questo, riducendo pertanto la quantita di infmioni da smistare all’esterno della sottorete

(perdita di servizio) come mostrato in figura.

100 b/sec

100 b/sec

L02

100 b/sec

50 b/sec

100 b/sec 100 b/sec

L30 100 b/sec |_60 50 b/sec L90 50 b/sec

Figura 2.4: | nodi 8 e 6 non ricevono piu pacchetti
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Viceversa, il nodo 4 ed il nodo 2, non sapendaaizente che il nodo 5 € down, continueranno ad
inviargli pacchetti in accordo alle proprie tavalerouting. Tali pacchetti verranno ovviamente
persi causando un primo rallentamento della retan@o il nodo 4, ed il nodo 2 non ricevono piu
alcun feedback dal nodo 5, nell’'arco di un deteatonintervallo temporale, capiranno che tale
nodo € andato in crash e provvederanno a reinsérddpacchetti da inviare aggirando il nodo
down. Reinstradare i pacchetti equivale ad aggrerta tabelle di routing non soltanto dei nodi
direttamente connessi al nodo 5, ma, eventualmdntetti i nodi della sottorete.

Nello scenario considerato, in funzione della tog@ della rete e del carico sui vari link, si
aggiorneranno le tabelle di routing del nodo 4 lendeo 2.

Sulla base di tali aggiornamenti riproduciamo covaea il percorso che i pacchetti compiono
all'interno della rete considerata, indicando sunidgk il carico di informazioni trasferiti ogni

secondo e, conseguentemente, il numero di pacamsttdati sull’arco.

Lo
Lo L1y
T H1->
L1
Loz Los : Lsg
T H_ > 2 >

200 b/sec L56

y
\ 4
Leo
6
50 b/sec

L30 |_60 50 b/sec L90

Figura 2.5: Scenario virtuale conseguente allateadel nodo 5

Dal momento che la capacita di ogni link & stasadia a 100 b/sec, e possibile notare come la
quantita di informazione inviata dal nodo 4 al nadde dal nodo 2 al nodo 3 (200 b/sec) non potra
essere interamente trasferita per limitazioni agelate trasmissivo. Pertanto 20 pacchetti saranno
memorizzati in coda ai nodi mentre 80 frame sarguersi. Lo scenario descritto € rappresentato

nell'immagine che segue:
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80 b/sec

Figura 2.6: Incodamento e perdita

Focalizziamo l'attenzione su cio che accade al nad®ei 100 pacchetti persi 20 verranno
accodati e 80 dovranno essere scartati. La pedili&0 pacchetti impone una ritrasmissione di
guesti frame dai nodi direttamente connessi al rb{ltel nostro scenario un nodo esterno alla rete
A). Cio significa che all'istante successivo il mooflusso di pacchetti che arriva al nodo 2 sara
composto per '80% da pacchetti gia trasmessistdifite precedente, mentre solo il restante 20%
sara costituito da nuovi pacchetti in circolo ali&rno della rete. La situazione descritta si
verifichera anche al nodo 4 propagandosi all'imdiesal nodo 1 ed ai nodi della rete globale
direttamente connessi a questo.

Considerando l'evoluzione della rete in un intelkadkmporale ampio, € intuitivo comprendere
come l'elevata percentuale di perdita di pacchettile a determinati nodi inneschi un meccanismo
a catena che si ripercuotera negativamente noansolsull'intera sottoret& ma anche sulla rete
globale. Tali ripercussioni hanno I'effetto di ride le prestazioni ed il livello di servizio foroital
sistema nel tempo. Inoltre, ricordando che lo sger@nsiderato presentava una situazione ideale
difficilmente riproducibile nella realta, si compide come, in situazioni di reti critiche soggette a
elevati carichi di informazioni, la soluzione atimante utilizzata per la gestione delle criticita s
reti di telecomunicazioni potrebbe portare alla pteta paralisi del sistema.

Situazioni di questo tipo si sono verificate neggini in differenti sottoreti della rete mondiale
principale difficolta da riscontrare nell’attualelpica di gestione delle criticita in una rete di

telecomunicazione risiede nel fatto che si tentgatantire la stessa qualita di servizio anche in
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presenza di nodi down e, fondamentalmente, in peesédi una rete topologicamente differente e
gualitativamente inferiore a quella originale. Mako di reti con carichi ridotti, le modifiche alle
tavole di routing dei nodi up tali da evitare lén&zione con il nodo down puo certamente garantire,
se non le stesse prestazioni della rete primamdshadell’host, quantomeno un livello di servizio
sufficiente per la consueta evoluzione del sistePuatroppo pero, come evidenziato in precedenza,
in presenza di reti critiche soggette a forti darida sola modifica delle tavole di routing,
mantenendo inalterato il flusso di informazioniimgresso alla rete, pud comportare una elevata
percentuale di perdita di pacchetti locale ai nodip un conseguente aumento delle ritrasmissioni e
ritardi nel processamento delle informazioni, sitoai queste che limitano la qualita di servizio
della rete ed, in alcun casi, portano al collassdsstema.

Nel paragrafo che segue verra descritto brevemi@quproccio utilizzato per garantire un elevato
livello di servizio di reti critiche soggette a forcarichi di informazioni in presenza di guasti,

evitando le problematiche incontrate dall’attualgizione per la gestione del problema.

3 Metodologia proposta per la risoluzione del probl ema

Come descritto nel paragrafo precedente la teaticalmente utilizzata per la gestione di criticita
occorse in determinati nodi di una rete di telecoitazioni prevede di aggiornare le tavole di
routing dei restanti nodi attivi. Tale politica iditervento garantisce buoni risultati in presenka d
reti con un basso carico di informazione in cirdollogo di esse.

In presenza di reti critiche, soggette pertantora €arichi, la soluzione attualmente in uso cawsa
eccessivo abbassamento del livello di servizioadedite e, in alcuni casi, determina il crash
dell'intero sistema. Le ragioni che portano a quesiesiderabili scenari risiedono nel fatto chey, p

in presenza di una rete con caratteristiche topctegdifferenti dall’originale soggetta sempre ad
elevati carichi, la quantita di informazioni in negso alla rete resta inalterata. Per ovvie ragioni
servizio richiesto non potra essere espletato utéd,taumentando conseguentemente in maniera
esponenziale la perdita di pacchetti e le ritrasiors locali a determinati nodi dell'infrastruttura
con disagi che riducono notevolmente le prestaznéferte dal sistema.

L’idea formulata nell’ambito del progetto prevedeeditare tali scenari. Ovvero, osservando reti
con un elevato carico di informazioni in circolommgo di esse, si vuole garantire un buon livello di
servizio, difficilmente identico all’originale, chgarantisca comunque buone prestazioni del sistema
anche in presenza di nodi failure.

L’ideale sarebbe quella di riuscire a garantirdederestazioni identiche anche in presenza di nodi

down. Per owvie ragioni hardware, topologiche eigeali cid non & possibile se si prendono in
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considerazione reti soggette ad elevati carichsuRa pero importante, soprattutto in casi limite
come quelli considerati, essere in grado di gamanin livello di servizio tale da ridurre al minimo
perdite di pacchetti, ritrasmissioni e crolli ngheestazioni del sistema.

Analizziamo nel dettaglio la soluzione proposta.

Per ottenere un riscontro immediato con le tecnich@&so per la gestione della problematica
esposta, consideriamo nuovamente la sottoretgutiefi2.1.

Riprendiamo le stesse ipotesi formulate in preceded analizziamo la qualita del servizio offerto
dalla rete in una situazione di equlibrio, propr@me nel caso presentato, ovvero quando il carico
di informazione sui vari link si mantiene costané tempo come mostrato in figura 2.2.

Si noti che nello scenario considerato, in unaagittne di equilibrio, la rete produce un flusso di
informazioni in uscita da essa pari a 600 b/seaipdntale di 600 pacchetti.

Supponiamo che in un determinato istante di terapohe in questo caso, il nodo 5 fallisca (vedi
Fig. 2.3).

Il fallimento di tale nodo comporta che i pacchatin dovranno piu essere trasmessi sui ligget

L5 rispettivamente dal nodo 4 al nodo 5 e dal nodd 2odo 5. Allo stesso modo anche lungo i
link Lsg ed Lsg non verra trasmesso alcun frame. Cio impone ab r2odi inviare i pacchetti ricevuti
solo ed sclusivamente sul linkpdverso il nodo 3, ed al nodo 4 di inviare le infazioni
memorizzate solo sul link4k al nodo 7. In accordo al modello realizzato, qoatgtto, equivale a
settare opportunamente i parametri di distribuziargei nodi 2 e 4. In particolare al nodo 2 il

parametro di distribuzione sul linko4. a,,, sara impostato ad 1 mentre sul links Ll
corrispondente parametro di distribuzione,, sara settato a zero. Operando in questo modo il

traffico di informazioni dal nodo 2 si dirigera amamente lungo il nodo 3 evitando trasmissioni al
nodo 5 non attivo. Stesso procedimento sara ripgtet il nodo 4. Sul link }; sara settato il

corrispondente parametro di distribuziong,,, a 1, mentre sul link 4s il parametro di
distribuzione,a,;, che regola la percentuale di traffico da instrada tale link, verra posto uguale

ao.

Lo scenario descritto e rappresentato in figura:
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100 b/sec 100 b/sec 100 b/sec

LOl L70
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L23X 200 bisec
Los
W =
100 b/sec 100 b/sec

100 b/sec Lego

Figura 3.1: coefficienti di distribuzione del moldefluidodinamico

Gli aggiornamenti ai parametri di distribuzioneegffiati hanno il solo effetto di evitare l'invio di
pacchetti ad un nodo guasto. Infatti, come si evimalla figura, il problema dell’elevata
percentuale di perdita di pacchetti, ritrasmissiersongestionamenti locali e globali ai nodi non
viene ancora risolto.

Al fine di garantire un buon livello di serviziostilta pertanto necessario limitare la quantita di
flusso in ingresso alla rete.

Il problema e non banale e scelte sbagliate poérebtontinuare a causare situazioni indesiderate.
In particolar modo consideriamo il seguente scenari

Supponiamo di ridurre al minimo il flusso in ingsesalla rete. In questo caso saremo certi di
eliminare le congestioni, le ritrasmissioni ed hgestionamenti interni alla rete come mostrato di

seqguito:
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Loy Los Lo
Lo Lia L4z Lo
T H - 4
L1
Lss L7g
Loz Las = Lsg
CH = 2 >
Lo Lse
) 4
Los L3 6 Lo
LT H >
Lso Leo Lo

Figura 3.2: riduzione del flusso in ingresso aditer

Ma é altrettanto vero che il livello di serviziorfito dalla rete risultera essere troppo bassoasenz
pertanto migliorare in alcun modo i risultati ott#irutilizzando le attuali tecniche.

Viceversa scegliere un nuovo valore del flussandresso molto vicino all’originale ricondurrebbe
alle stesse situazioni presentate nel paragrafoedemte provocando un’elevata percentuale di
perdita di pacchetti, forti congestionamenti e astnissioni di frame che causeranno
'appesantimento della rete con una notevole riohzidella qualita di servizi garantita.

Si intuisce pertanto che soltanto una opportur@nfigurazione del flusso di ingresso alla rete @otr
garantire prestazioni del sistema comunque sufficia soddisfare l'inisieme di servizi richiesti

evitando cadute verticali o in alcuni casi verireggi collassi dell'intera infrastruttura.

4 Equilibri per reti di dati

Nel seguito, considereremo flussi su reti di dataeisoluzione matematica del problema della
cadute dei nodi in una rete. Per una compagniardizs, I'analisi delle soluzioni di equilibrio dei
flussi su reti di dati in presenza di caduta diirodn fattore essenziale per garantire uno standar
sufficientemente buono della qualita di servizioglae nelle emergenze. In alter parole, per il buon
funzionamento della rete, la compagnia deve essegeado di assicurare un certo flusso di uscita
(outflow, quantita che arriva all’'utente finalejraterso I'uso di un certo flusso di ingresso (i

guantita di informazione iniettata dale sorger@. cade un nodo, non potendo essere garantito lo
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stesso outflow la compagnia assicura la miglioargsssible nella nuova situazione mediante la
determinazione dell'inflow necessario.

L’'analisi € basata sul modello fluidodinamico, rif@do brevemente nel paragrafo 2 e di cui sara
necessario riprendere alcune definizioni e notazion

Nel seguito, si focalizzera I'attenzione su retiadrate e i risultati principali ottenuti sono i
seguenti:

« Diamo una descrizione esplicita delle soluzionieduilibrio per le reti di dati, prima e
dopo la caduta di un nodo;

* Per le reti di dati, prima e dopo la caduta di wda) diamo una mappa assegnando un
equilibrio unico per ogni insieme di inflow dellate.

» Dato un desiderato outflow della rete (uno standaed il servizio), descriviamo la
variazione dell'inflow in maniera tale da mantenetma qualita di servizio
sufficientemente buona, nel caso di caduta di wWono

Un equilibrio viene definito come una soluzionell'suera rete, che e costante nel tempo. Poiché

assumiamo che il flussd ammetta un unico massimarJ[0, p,.,] € che sia nullo ai punti
estremi, ovverof (0) = f (o,.,) = 0, una conseguenza & che esistono shocks a vetectiaper cui

un equilibrio puo ben esibire un infinito numerostiiocks all'interno di ciascuna linea. Siamo poi
interessati ai valori che assumono flusso e deraitaodi all’equilibrio. | primi sono, infatti,
costanti su ogni linea mentre i secondi sono chievadori di equilibrio.

Per determinare I'insieme dei valori di equilibramnsideriamo lo spazio dei valori del flusso come
variabili. Si ha un’incognita per ogni linea mentper essere in equilibrio, I'insieme delle incdgni
deve soddisfare una relazione lineare ad ogni nédb.ogni vettore dei valori di equilibrio,
corrisponde almeno una soluzione di equilibrio.cRéisiamo interessati a quelle soluzioni, la cui
densita e costante lungo ogni linea, per averetguesprieta, un equilibrio dovrebbe anche
rispettare alcune regole ai nodi. Piu precisamentefiniscono valorbad e goodper linee entranti
ed uscenti ad un nodo, che dipendono dal fattdakensita sia piu piccola o piu grandedi (il
massimo flusso).

Solo alcune combinazioni di valori di bad e goodnadi sono possibili. Si focalizzera per la
maggior parte sull’analisi delle soluzioni di eduilo, con densita costanti lungo le linee, perfigra
che danno origine ad un tassellamento regolare &drgto del piano. Piu precisamente,
consideriamo la piastrellature della rete Orietzthhattan.

L’analisi degli equilibri viene fatta nel seguemtedo. Dapprima, determiniamo i possibili tipi di
equilibrio a ciascun nodo, dipendenti dalla combioae di valorigood e bad alle linee incidenti.

Poi, deduciamo i tipi per reti che hansat nodi e per le stesse reti quando si ha la catiuta
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nodo. Infine, valutiamo la soluzione di equilibiio entrambi i casi. In particolare, studiamo la

relazione tra inflow (flusso di ingresso) e outfl@flusso di uscita).

4.1 Modellazione di flussi su rete

Una rete € formata da una collezione finita didietrasmissione e nodi (routers), ogni pacchetto

visto come una patrticella sulla rete e si assuneeagni pacchetto viaggi sulla rete con velocita
fissata ed assegnata destinazione finale. Inairassume che i router ricevino, processino, € poi
smistino i pacchetti. | pacchetti possono essersi pra, in questo caso, vengono rispediti dal
router. Allora guardiamo ad una scala temporalerinédia ed assumiamo la conservazione dei

pacchetti, ricavando un modello composto da ungotanegge di conservazione:
p+f(p), =0, (4.1)

dove p e la densita dei paccheiti¢ la velocita ef g ¥vpo é il flusso.
Modelliamo una rete di telecomunicazioni con un iéme finito di intervalli

I, =[a,h]ORi=1..La<b, e su ciascuno consideriamo I'equazione (4.1).ddto &
rappresentato da un insieme finito di funzioni definite su[0,+oo[>< [,. Assumiamo che le linee di

trasmissione siano connesse da alcuni nodi. Ogthd dee dato da un numero finito di linee di

trasmissione entranti ed un numero finito di limkedrasmissione uscenti, quindi identifichiardo
con ((iys-ip) {iy:--i ) dove la primam — tupla indica linsieme delle linee di trasmissio

entranti e la seconda — tupla linsieme delle linee di trasmissione udceOgni linea di

trasmissione puo essere una linea entrante algpiurpnodo ed uscente al piu per un nodo. Quindi,

il modello completo € definito dalla coppi&,J), dovel :{I. i =1,...,L} e la collezione delle

i
linee di trasmissione & la collezione dei nodi. Indichiamo céhla cardinalita diJ .
Per considerare reti complesse, c’e bisogno di adanper risolvere le dinamiche ai nodi in cui si
intersecano le linee. Per questo motivo consideriduiseguente I'algoritmo di instradamento:

» | pacchetti vengono processati al loro arrivo edgpsulle linee di uscita per massimizzare

i flusso.

Un punto chiave €& dato dai problemi di Cauchy catodniziale costante su ogni linea di
trasmissione, chiamati problemi di Riemann al noBer determinare un’unica soluzione ai

problemi di Riemann, vengono introdotti alcuni paedri aggiuntivi, chiamati, rispettivamente,
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parametri di priorita e di distribuzione.

Su ogni lineal,, I'evoluzione € data dall’equazione (1) e si assuine il flussd sia una funzione
strettamente concava (cofi(0)= f (p,,)=0), quindi esiste un unicaw [0, p,.] tale che
f'(o) =0 e che e il massimo diisu[0, p, ] - Per semplicita di notazione, assumiamo, senzxéded
la generalita, chep, _, =1.

Definizione. Siar:[0,1] - [0, la mappa tale ché (p) = f(r(0)) er (o)t p sept0.

Per una rete semplice formata da un unico nodotawehnee entranti edh linee uscenti, una volta
assegnate le quantita di pacchetti che fluiscomaaai iniziali ai nodi finali, I'equilibrio finaleé

funzione dei parametri di distribuzione del traffie di priorita. Abbiamo solon parametri di

priorita p0]0,] e n parametri di distribuzione del trafficax3]0,]. Indichiamo con
Ps(t,X), #=1....m, e p, t X),¢y=m+1.. m+n le densita di traffico, rispettivamente, sulle
linee di trasmissione entranti e su quelle useebn (o, ,, Y, ,) il dato iniziale. Dal momento che

la velocita delle onde deve essere negativa soke lentranti e positiva su quelle uscenti, vogtiam

determinare un’unicgm+ n) - tupla (4, ...,0,., )0 [0,2]"" tale che:

ﬁ¢D{{p¢,(} Ot p, 01} se0<p, <0, s=1.m.e “2)

[0.1], seg<p,,< 1,

R [0,0], sel=p,,s0,
» Y =m+1,...m+n, (4.3)

[l
{p,3 0[0.p, 9| sec<p,,<1,

e su ogni linea entrantg, , ¢ =1,...m , la soluzione consiste della singola or(%o,,@), mentre
sulla linea uscent¢, , ¢ =m+1,...,m+ n, la soluzione consiste della singola orf@g, o, ,) -

Si definisconoy;™ e y,;* come segue:

o | T(040), sep, ,O[00],
a4 _{ f(0), sep¢’oD[a,1,¢_1’”"m’ (4.4)

Y=m+1..,mtn (4.5)

ax_{ f(o), sep,,0[00],
(o0 sep, 0o}

Le quantita y;* e y, rappresentano il massimo flusso che puo essteutd da una singola

onda soluzione su ogni linea di trasmissione. Passimizzare il numero di pacchetti attraverso un

nodo su linee di trasmissione entranti ed uscdafiniamo:
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r=min{l,.M o},
dove I, =%5L)™ e T =2yimy, . - si puo faciimente vedere che, per risolveradbema
di  Riemann, & sufficiente  determinare i flussiy, = f(g,),¢=1....m, e

V, = 1(0,),¢ =m+1...,m+ n. Determiniamo j/,,¢ =1,... ,m. Bisogna distinguere due casi:

Nel primo caso, poniamg/, = y,;*,¢ =1....,m. Analizziamo il secondo caso, in cui usiamo i
parametri di prioritap,,..., p,, dove0< p, <1 e ¥ j.,p, =1. Non tutti i pacchetti possono entrare
nel nodo, quindi si& la quantita di pacchetti che puo farlo. Allorp,C pacchetti provengono
dalla linea entrantgy . Si consideri lo spazidy;,...,y,,) € si indichi corP il punto di coordinate

s = p,l . Ora, i flussi finali dovrebbero appartenere adigione:

Q:{(yl,...,ym) L0y, sy =1, ,m} ‘

Distinguiamo due casi:
* P appartiene & ;

* Pnon appartiene Q.

Nel primo caso, poniam§y;....,J,) = P, mentre nel secondo caso ponia{yg...,J,)=Q, dove
Q= proj(P), essendo proj una qualche proiezione s@. La proiezione piu naturale da
considerare e quella su un set convesso ([20]).
Determiniamo oraf/w,zp:m+1,...,m+ n. Come per le linee di trasmissioni entranti, brsog
distinguere due casi:

o =T,

e [ >l

out
Nel primo caso,f/w =y,*.¢ =m+1,...,m+ n Determiniamoy, nel secondo caso, in cui usiamo i
parametri di distribuzione del traffica, ,,,...,a,, ., dovea, [0, e ¥, ..., =1. Dal momento

che non tutti i pacchetti possono andare sulleelidetrasmissione uscenti, siala quantita di

pacchetti che puo farlo. Alloray,C pacchetti possono andare sulla linea uscépteSi consideri
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lo spazio (ymﬂ,...,yrmn) e si indichi conP il punto di coordinatey, =a,l". | flussi finali
appartengono alla regione:
Q={(ym+1,...,yrmn) L0y, Sy =m+l, mt r} .
Distinguiamo due casi:
* P appartiene & ;
* Pnon appartiene Q.

Nel primo caso, poniamo (f/mﬂ,...,f/mn) =P, mentre nel secondo caso poniamo
(Far-- Ps) =Q . dOVE Q= proj(P).

La soluzione del problema di Riemanitp,,...,0,), O Pm »))s Viene valutata a partire dai
flussi di equilibrio ((}4,..., V), (Vse1r-- ¥V »))» CONsiderando l'unica soluzione delle equazioni
v, =1(0,), $=1....m ey, =1(p,), ¢ =m+1,...,m+ ntale che le condizioni (4.2) e (4.3) siano

soddisfatte.

Definizione. Una componente della soluzione ad un nqﬁp,;z) =1,...,m, é:
+ Badsep, 0[0,01;

+ Good sep, O[o,1],
e una componente della soluziofg, ¢ =m+1,...,m+ n, €
+ Badsep,Oo,1];
+ Good seg, 0[0,d].
Osservazione.Osserviamo che se esiste un indigeper il quale,b¢ e good, allora, per tutti gli

@=m+1,...,m+n, deve risultare bady,. Si noti che g, good significa chel’,, > =T, e

out
Vs <yy™. Quindi, per ogniy, y, = y,;* e p, € bad. Vale anche il viceversa: se esiste unéngic
tale chep, € good, allora, per tuttig =1,...,m, deve esser@, bad.

Siamo ora interessati alle soluzioni sull’interger@ ,J ), non solo alle soluzioni sui singoli nodi.

Piu precisamente, siamo interessati alle soluzibaquilibrio.

Definizione. Un’equilibrio € una soluzionep(t,x)=(p,,...,0,) (si ricordi che L indica la
cardinalita di |l ), costante nel tempo. Assumiamo anche gftel) sia BV, cosi possiamo definire,

per ogni i =1,...,L, i valori g =lmp(tx) e p :Iirrg p(t,x). Dal momento chepé una
X— g X—

soluzione, allora:
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Y(0,)= ¥ f(0,) 4.6)

9=1 y=m+1
e soddisfatta ad ogni nodoJ;00J, j=1...,N. In (4.6), abbiamo indicato con
Pisees Py P el densita lungo le m linee entranti, ,...,I;, e le n linee uscenti
l; ..., ~alnodold;.

Distinguiamo due casi:
i. esiste uni=1...,L, tale chep” £ p". In questo casop” =7(p) e i flussiy = f (o)
risultano essere costanti nel tempo e lungo ladihe

ii. pertuttiglii=1,...,.L, p" =p e chiamiamo tale valor@..

Definizione. Sia p = (p,,...,0.) un equilibrio per la retgl ,J), che soddisfa la ii. Assumiamo che
i valori dell’equilibrio siano g,,...,0, . Inoltre, se p. & di tipo r,, con 7, J{bad goodl, allora

diciamo cheT =(7,,...,7,) € il tipo di equilibrio.

4.2 Notazioni e risultati standard

Indichiamo con | (n) la matrice identita di ordinen, con L(n) la sotto — matrice diagonale di

ordine n :

con |(n)°™ la matrice sparsa con

(1(n)°*), =1 sei & dispar
(1(N)°*), =0 sei & pari,
(1™, =1 peri#j,

con I (n)®=1(n)-1(n)* e con A" la trasposta della matricé\.

4.2.1 La funzione segno delle matrici

La funzione segno di una matridedi tipo nx n puo essere definite come:



24

sigi( A= [ (2(0- 4% dz (N
dove y € una curva semplice chiusa nel piano complelBsaacchiude tutti gli autovalori @i
con parte reale positive. Un metodo semplice péutare sign( A € prendere la decomposizione
canonica di JordarA = RJR*, indicare corD la parte diagonale di, D =diag(d,,..., d,), € con
S=diad s..., s) la matrice diagonale i cui ingressi sono i segni delle parti reali dj, 0(d,) ,

ovvero

{51:1 sed g » (

§ =-1 altrimenti.

Allora, sign( A = RSR. Chiaramente, per una matrice stabild , dal momento che tutti gli

autovalori hanno parte reale negativa, otteniaBm - I(n) e signfn A=-R(H R*=- (.

Un altro metodo per la valutazione dedign( A € literazione di Newton: séA non possiede

autovalori puramente immaginari, aIIosgn(A) = inmA( , dove

no
A =3(A+AD).

4.2.2 | prodotti di Kronecker di matrici

Il prodotto di Kronecker, indicato conl], € un’operazione che si effettua su due matrici di
arbitraria dimensionalita, dando luogo ad una roata blocchi. SA € una matricenxn eB €& una

matrice pxq, allora il prodotto di KroneckeA B € la matrice a blocchmpx nc:

amlB amnB
Il prodotto di Kronecker € bilineare e associativmltre, I'operazione di trasposizone € distrilati
sul prodotto di Kronecker.

La vettorizzazione di una matricédA si ottiene mettendo una sotto I'altra le colomieé\ in un

singolo vettore colonna indicato daq A .

4.2.3 Equazione matriciale

L’equazione matriciale AXB= C puo essere convenientemente rappresentata medipnvdotto
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di Kronecker.

(B" O Aved X = vet AXB= veéc).

Si puo risolvere un’equazione matriciale trasfordwa in un sistema di equazioni lineari.

4.2.4 Equazioni di Sylvester

Un particolare caso di equazioni matriciali € I'agione di Sylvester, che € un’equazione matriciale
del tipo:

AX + XB+ C=0, 4.7)
dove AODR™, BOR™, C,XOR™. X rappresenta la soluzione. La matrice quadratadine

(s+t)><(s+t)
{ }
H=
0 -B

viene diagonalizzata mediante la trasformaziorsmdilitudine indotta da

Is) X
Q{o —I(t)}'

oo oA O
QHR=H=,y _g|

Quindi,

Usando la funzione segno &1 e la relazione di diagonalizzazione precedenteivideno la
seguente espressione per la soluzXukell’equazione (4.7):

1, . 10 X
E(S|gn( H) + I(s+ 1) _{0 | (t)}' (4.8)
Mediante I'iterazione di Newton ¢H, otteniamo:
H,=H
B
0 -B
dove
A=A A,=3(A+A)
B,=B, B,=3(B+B)
C=C, G..=3(G+A'GH).
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Inoltre, seA e B sono matrici stabili, otteniamo:

. -I(s) C,
sign( H) =
o=
e, infine, dall’equazione (4.8), la soluzione:
X=41c.

4.3 Reti del tipo Manhattan

Ricordiamo che una rete non € altro che e un graémtato. Nel seguito, tratteremo il caso di reti
guadrate ed in particolare reti del tipo Orienteaniattan. L’ immagine che segue mostra un tipico

esempio di rete appartenente a tale tipologia nvor:

3

6 6 {6 15 L7
] 13 11 14 18 19 25
0 43
2 y 2
o5
60
20 2 18 3 i
3] 4 33 36 >4
3 34 52
0%
43
5 17 50
46 48

Fig. 4.1: esempio di rete Oriented Manhattan

Piu precisamente, consideriamo una rete quadoatgasta dasxt. Grazie alla regolarita delle
reti che stiamo considerando, i nodi dell'intereerpossono essere vista come se fossero i nodi di
una struttura piastrellata quadrata e possono eessarmerati in forma matriciale,

iy Iy oo, Iy INOItre, per le reti di tipo Oriented Manhattdybaamo due linee entranti e

due linee uscenti. La cardinalitadlié N =sxt e lacardinalitadi &L = 4xsxt.
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Vale la seguente proposizione (vedi [19])

Proposizione.Si considerino reti(l ,J) con N =sxt cardinalita di J e L =4xsxt cardinalita

| . L'insieme dei valori di equilibrio & un sottospazi R*** di dimensione. — N =3x sx t.

La proposizione precedente afferma che, all'equdibsu ogni lineal (01  c¢’é un flusso tra due
nodi adiacenti che € costante nel tempo e lungimdal (L variabili) con il vincolo (4.6) che ad
ogni nodod il flusso totale entrante dalle linee entranti @@ssere uguale al flusso totale uscente
dalle linee uscenti (per un totaleNlvincoli).
Il risultato &€ basato solo sulle proprieta topobbgi della rete. Vedremo poi che il tipo di equibbr
impone piu vincoli sull'insieme dei valori di eqinfio dando cosi una stima piu precisa delle sue
dimensioni.
A questo scopo, consideriamo un equilibrio ad udondi una matrice quadrata, e indichiamo ogni
componente come di tipo good o di tipo bad. L’d@quib ad un nodal € o un vettore2+2 o0 un
vettore4x 4.
| possibili tipi di equilibrio ad un nodo sono igeenti (usiamo la notazione compattperbad e g
per good) per la rete Oriented Manhattan:

* 1:((b,b,b,b),(b b b b)),

* 110:(b,b,b,b),(9.9.9,9))

« lI11:(bbbb)b,9.9.9);

e 111.2:(pbbb)@.b,g,9);

« 1113:(bbb.b)@.9.b,0);

« l114:(bbbb)@.9,9,b);

« 11212:(bbpp)bb,g,9);

« 1213:(bbhb)b,gb,g);

« 1121.4:(bbhp)b.9.9.b);

« 11223:(bbpb)@bb.g);

« 11224:(bbbp) @ b.,g.b);

« 11234:(bbpp).@.9.b,b);

« 113.1.23:(6bbb)bbb.,g);

e 1131.24:0bbb)bb,gb);

« 113.1.34:bbb).bgbb)



28

« 113.234:obbb)@bbb)
« M0:(0.9.9.9).0.b,b,b));

e I11:(09g.9.9),0bbbb);

e 1.2:(@b.g,9)0bb,b,b);

« M13:(6 9b.9)bbbb);

e 14:(0.9.9b)0b,b,bb);

e 212:(6bg g)bhbbpb);
« M213:6ghg)bbbpb);
« M214:6ggb)bbbb);
« M223:(gbbg)bbbb);
« 224:(gbgbh)bhbbpb);
« W234:(ggbb)bbbb);
« 13123:¢bbg)bbbb);
 M3124:¢bgb)bbbb);
« 3134:gbb)bbbb);
« 3234:@Gbbb)bbbh).

Definizione. Indichiamo con
M={L I1O,Il 1h ,..1 @ =Dh,---h _ I Q) A. .1 m( - &b),--h,
I'insieme di tutti i possibili tipi di equilibri@d un nodo, dove n 2 oppure n =4.
Definizione. Indichiamo con :
N={(j, j; OMi=1..s, j=1...1}=M",
l'insieme di tutti i possibili tipi di equilibrio@l'intera rete.
Ovwviamente, la cardinalita dN & M". Comunque, come sara pill chiaro nel seguito, non &
necessario studiare tutti gli elementiNdi
Infatti, dalla definizione di equilibrio, possonssere considerati due tipi di equilibri sull'inteede.
Nel casdi, deve essere soddisfatta la seguente regola giatdiita:
* (H) Se una lined, é entrante per un qualche nodped uscente per qualche altro nodo
J,, allora sep e di tipo bad ped,, allora deve essere di tipo good kre viceversa.
La regolaH da una relazione di compatibilita tra equilibri modi adiacenti. Tale relazione di

compatibilitd a sua volta determina il sottoinsiemiél N di stati di equilibrio ammissibile per
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l'intera rete. Questo fatto non sussiste per ibdagnfatti, un’onda di shock lungo la linela puo
trasformare la densit@ in 7(0) e mantenere costante il flusgp. Quindi, g di tipo good o bad
come linea entrante pel, non influenza il tipo dig come densita uscente pds. Non si pud
dedurre alcuna relazione di compatibilita tra nadiacenti e quindi I'insieme dei possibili stati di

equilibrio per l'intera rete & = N. Vale dunque la seguente proposizione:

Proposizione. Se si considerano gli equilibrj allora N=N. Se, altrimenti, si considerano gli

equilibriii, allora N'N .

F3

Nel seguito, si considereranno gli equilibrie si dara una caratterizzazioneNdi
Vogliamo ora capire quali sono i vincoli aggiuntinposti dal tipo di equilibrio ad un nodo.

Proposizione. Si assuma preliminarmente che il nodo J sia diotipl0. Allora,
Vo= Vo @=1....0, € (Vpus-rVon) = P dove P=(al,....a, ) -

Se il nodo J e di tipo llvh h,...h, allora y,=y,* ¢=1...,n, y, =y~ per tutti gli
W=h,...n, €Vr-e:Von) = Proj(P) dove P=(a,l,,,...,a, ) -

Se il nodo J & di tipo IO, allora y, =y~ ¢=n+l..,2n, e (},....),)=P, dove
P:( plrout""' pnrout)'

Se, infine, il nodo J & di tipdll vh,h,....h , allora y, =y, ¢ =n+1...,2n, y, =y per tutti

gli =h,....,h, e (J,....¥,) = proj(P) dove P=(pl ., P ow)-
In particolare, se n = 2, abbiamo:

per il nodoll1.1; Vo=Vo 1®@=12,y=y5",
y4:r_y3l

max

perilnodo 11.2; Yo = Ve #=L2. V0=V,
y3 =r_y4!

y¢ - yglax,¢:1’2’ y3 - yamax’
Va=ays,

per il nodo 11 0;

Vo=V, @=34 =1,

per il nodo Il 1.1;
Vo = r Vi
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oer il nodo 11.2; Yo =V ¥ =34 1= 1",
yl:r_yZJ

Yy =yl;/nax'¢=3,4’ V=,
Y, = PV,

per il nodo Il O;

4.4 Oriented Manhattan

4.4.1 Soluzioni quantitative per la rete senza buch |

Seguendo la regol#], otteniamo le seguenti proposizioni.

Proposizione. Se il nodo J;, € del tipo 1,111 OJII A}l 2, allora la rete € descritta dalla seguente

tabella:

Loy a2 op 211 1D, 2

ol 1 i o i o

ol 1 i o i o

Proposizione. Se il nodo J, e ditipo I,I1 0]l 1l 2, allora la rete & descritta dalla seguente

tabella:



10 110 oy 1

110 110 oy 1

Ho,dr2(mn ol 21, 0, 10, 2

Proposizione. Sia J; un nodo ditipol . Allora,

e tuttiinodi J,,l=j+1...t sonooditipolll 0 oditipo Il 2,

e tuttiinodi J,,1=1...,j—1 sonooditipoll0 oditipo Il 2,

i
e tuttiinodi J,, k=i+1,...,s sonooditipolll O oditipolll1,
e tuttiinodi J,, k=1,..,i-1 sonooditipoll0 oditipo II1.
Corollario. Sia J; un nodo ditipol . Allora,
e tuttiinodiJ,,con k=1...,j-1 e | =1,...,i—1 sono di tipoll O;

e tuttiinodi J,,con k= j+1...;t el=i+1....s sonoditipolll 0;

* seesisteJ, ditipo | deve necessariamente essere kiai,l > jsia k<i,l<j.

Corollario. Il numero di nodi di tipol in una rete sxt e al piumin(s,t), il minimo tra s e t.

Dalle proposizioni precedenti e dal corollario, seg teorema:

Teorema.Una rete Asxt viene descritta dadsxt parametri.
incoming’, incaming, otugoing, outgoiflt, i=1...,s, j=1...t , insieme adsxt-s- t-w
vincoli, dove w< min(s,t) € il numero di nodi di tipol .

Nel resto di questa sezione, considereremo solodidigho 110 o 111 0.

31
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4.4.2 Soluzione esatta senza buchi

Per una retesx t, abbiamo le seguenti variabili di flussacomin g?, incomin g, outgoin@‘,
outgoing, coni =1,...,s e j=1....t, perun totale di #sxt .

Per una rete con tutti nodi di tidb0, abbiamo le seguenti relazioni:

incoming = outgoing_,,
incoming; = outgoing, ;

per tuttigli i =1,...,s, j=1...t,dove

h
[outgoing(o,l) ,outgoing 0,3 ..., outgoing O)ﬂ :XZD 'R

[ outgoing(1,0) , outgoing 2,0 ..., outgoing sP|= “xI °F
sono i vettori dei flussi di ingresso.
Inoltre, abbiamo che le equazioni

incoming + incaning = outgoing+ outgoipg (4.9 a)

outgoing = a outgoing, (4.9 b)
sono valide per tuttigli = 1,...,¢ e j = 1,...,t . Il numero di equazioni & allora
SX(t-D+(s—Dxt+ 2x x t=4x & + &

Sostituendo le equazioni (4.9) e (4.9 b) in (4,%#gniamo

outgoing) , +a outgoind,, = (L+a) outgoiry (4.10)
Indichiamo conOUT, la quantita outgoingj‘. Le equazioni (4.10) possono essere scritte come
un’equazione di Sylvester nella seguente forma:

(1+a)OUT —a L(s OUT- OUTL J - ir= 0,

dove la matrice di inflow é:

x+X|[% %X X% X X
X! 0
X 0
in= : . ol
X [0 0 0 0

Riscriviamo la precedente equazione matriciale come
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a(l(s)-L(9)OUT+ OUT (I- L)) - in=0
e, indicando conA=a(-1(s)+ L(9) e B=(-I(t)+L(t))", si ha:
AOUT + OUTB+ in=0.

(4.11)
OUT risolve la precedente equazione di Sylvesterdj4dllora
OuT = 1 C.,
2
dove

in,

G =
Cos =3(C + A'CB)).

Si puo dimostrare che vale la seguente proposizione

Proposizione.Si consideri una rete con tutti i nodi del tiplb 0. L'insieme degli outflow € un
sottospazio dR**' di dimensionemax(s,t).
Si consideri ora una rete con tutti i nodi di tipb0. Abbiamo le seguenti relazioni.

outgoing' = incanin ¢,

outgoing = incanin ¢, (4.12)

per tuttigli i =1,...,s, j=1,...t, dove

[incoming( s+1,1) ,incanind s 1,3 ,....incoming & 1)f= "y
e

[incoming(1,t+ 1) ,incoming( 2, } ,...incoming s, Y= YO R
sono i vettori degli outflow.
Inoltre, abbiamo che le equazioni (4.9 a) e

incoming = p incaning, (4.12 b)

sono valide per tutti glii=1,...,s e j=1...t. Il numero di equazioni & pari a

SX(t-D+(s—Dxt+2Xx sx t=4x &« t+ 5 .
Sostituendo le equazioni (4.12) e (4.12 b) in &,Dtteniamo
incoming’},, + pincanin g, = (1+ p incanin §.
Indichiamo con IN; la quantitainca'ning;‘ . Otteniamo la seguente equazione matriciale:
(1+ p)IN — pL(9" IN- INL(?)- out=0,

dove la matrice di outflow é:
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0o/lo 0 O yY
0 Y2
0 A
out=| 0 v

| o

VY ¥ Y| Yty

Riscriviamo la matrice precedente nella forma:
p(1(s) = L(9") IN+ IN(I(f)— (1)) — out=0
e, indicando com = p(-1(9)+ () e B=(-I(t)+L(t))", si ha:
A'IN + INB + out=0. (4.13)

OUT risolve la precedente equazione di Sylvester (4dl®ra

out=1c,
2

dove

Cou =3(G+ ATCH).
Con un approccio simile a quello usato per il cH$h vale la seguente proposizione:
Proposizione. Si consideri una rete con tutti i nodi del tigtd 0. L'insieme degli inflow & un
sottospazio dR*"' di dimensionemax(s,t).

Si noti che, nel casdll 0, I'outflow Y pu0 essere scelto in maniera arbitraria.

4.4.3 Soluzione esatta con buco in posizione Ik

Abbiamo 4sx t— 4 variabili e 4xsxt— s— t—2 equazioni per un totale di+ t+2 gradi di liberta.
Comungue, come vedremo nel castx 3, la corrispondente matriceB ha rango2. Quindi,
I'immagine & uno spazio d2 dimensioni inR®, e questo significa che non tutti gli outflows
possono essere ottenuti facendo variare gli infliowR®".

Si consideri una rete con tutti i nodi del tipo0. Calcoliamo I'equilibrio ponendo le incognite

OUT, =0,0UT,_, = 0,0UT,, = 0. Quindi, indichiamo conOUT" e OUT" le matrici con:
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OUT/ =0 sei=l-1 g =k
OU'I'".v =OUT altrimenti,
OUT" =0 sei=l ej=k- Xk

OUT"=OUT  altrimenti,

e scriviamo la nuova equazione matriciale nel seguemodo:
OUT"+aOUT =a L(§ OUT+ OUT [)t'+ ir
Riscriviamo 'ultima equazione matriciale nella riat:
a(l(s)-L(9)OUT + OUT'( (- ()" - in=0
ovvero
AOUT' + OUT" B+ in=0.
Si consideri ora una rete con tutti nodi del tipib 0. Calcoliamo I'equilibrio ponendo le incognite

IN, =0,IN,,,, = 0,IN,,,, = 0.

Indichiamo poi conIN¥ e IN" le matrici con:

IN/ =0 sei=l+1¢g =k
INJ =IN;  altrimenti,

INy =0 sei=| ¢ =k k+ :
IN;' =IN; altrimenti,

e scriviamo la nuova equazione matriciale nel segueodo:
IN"+ pINY=pL(9" IN'+ IN"L() + out
ovvero

p(1(s)— L(97) IN+ IN"(I(t) - L(1)) - out=0

ATINY+IN"B" + out=0.

Esempio.Consideriamo la seguente rete rete 3x3 con un:buco
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Loy
Log Lia
H -
L
Loz Las
H =
Las
Los Lss
LT
Lao Leo Loo

Fig 4.2: rete 3x3 con buco
Riscriviamo le equazioni (4.9 a) nel seguente modo:

X'+ % = (1+a)OUT,

X, +aOUT,, = a OUT,,

X, + OUT, = OUT,

OUT,, + % = (1+a)OUT,
aOUT,, + % = (1+a)OUT,
aOUT,, = (1+a)OUT,,

OUT;; = (1+a)OUT,

aOUT,, + OUT, = (1+a) OUT,

(4.14)

e la soluzione relative agli outflow pud esserétteccome B'[k=y dove x=[x, X, ¥, X, X] ,

con x =X +% , y=[OUT, OUT,, OUT, OUT, OUT] e
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(1+a)? I+a t+a

a (+a)® a (a ) a (ay

1 2 1 2 1 1 1
(+a)® a @+a) a (a)  (@a) (#a)
B' =
1 1
cor Y 0 Ta T
1 1 1
@+a)® 0 0 @ay  (ay

Si noti cherank(Bb =2 quindi se vi & un buco nella rete, non possiarstabilire gli outflow
originali. Quello che si potrebbe fare é trovargunto y nellimmagine di B' , ovvero

y =B [X, che é alla minima “distanza” dall'outflow origilea y = B[X e trovare il nuovo inflow

X tale che B'[X = y . La distanza deve essere scelta in maniera tademanodellare la qualita di
servizio che si vuole ottenere. In particolare,iatvto che B' genera un sottospazio di dimensione

2 in R® generato dai vettori:

- a _2 __a?
Vl—[l,W,O, a, m],

v, =[0,0,1,(+a ¥ ,(ta )]
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